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Soit K un corps de caracte ristique distincte de 2 et 3, et soit E une courbe ellipti-
que de finie sur K. Il existe une tordue galoisienne YE (6) de la courbe modulaire
Y(6) qui parame tre les couples (E$, ), ou E$ est une courbe elliptique et  un
isomorphisme galoisien symplectique de E[6] sur E$[6]. Le the ore me suivant
re pond a une question pose e par B. Mazur:
The ore me. Soit 2E le discriminant d ’une e quation de Weierstrass de E. La
compactifie e lisse de YE (6) est isomorphe a la courbe elliptique d ’e quation affine
y2=x3+2E .  1999 Academic Press
Let K be a field of characteristic different from 2 and 3, and let E be an elliptic
curve defined over K. There exists a Galois twist YE (6) of the modular curve Y(6)
which parametrises the pairs (E$, ), where E$ is an elliptic curve and  a symplec-
tic Galois isomorphism from E[6] to E$[6]. The following theorem answers a
question raised by B. Mazur:
Theorem. Let 2E be the discriminant of a Weierstrass equation of E. The smooth
compactification of YE (6) is isomorphic to the elliptic curve with affine equation
y2=x3+2E .  1999 Academic Press
INTRODUCTION
Dans [1], B. Mazur sugge re d’e tudier le proble me suivant: Soient E
une courbe elliptique de finie sur Q, et E[6] le groupe de ses points de
6-torsion, conside re comme un Gal(Q Q)-module muni de la forme sym-
plectique de finie par l’accouplement de Weil. Existe-t-il un nombre fini ou
infini de courbes elliptiques E$ de finies sur Q telles que E$[6] soit
isomorphe a E[6]? La re ponse est attendue en fonction de E.
L’entier 6 joue un ro^le particulier: en effet, pour tout entier N3, il
existe une courbe alge brique affine YE (N), de finie sur Q, qui est une tordue
galoisienne de la courbe modulaire Y(N) et dont les points rationnels
parame trent les classes d’isomorphismes de couples (E$, ), ou E$ est une
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courbe elliptique de finie sur Q et : E[N]  E$[N] un isomorphisme
galoisien symplectique. Pour N7, la courbe YE (N) est de genre 2 et
n’a qu’n nombre fini de points rationnels; des exemples ou N=7, et ou
YE (7) a d’autres points rationnels que le point e vident correspondant au
couple (E, 1E[7]), ont e te donne s par A. Kraus. Il semble que l’on en
connaisse pas pour N>7. Lorsque N5 la courbe YE (N) est de genre 0
et puisqu’elle posse de un point rationnel, elle en posse de une infinite . Dans
le cas N=6, la courbe YE (N) est de genre 1 et peut donc avoir un nombre
fini ou infini de points rationnels. Pour le de cider, il faut avant tout de ter-
miner une e quation de cette courbe. C’est ce que nous faisons dans cet
article. Le corps Q ne joue pas un ro^le particulier. Nous prouvons le
the ore me suivant:
The ore me 1. Soit K un corps de caracte ristique distincte de 2 et 3, et
soit E une courbe elliptique de finie sur K. Soir 2E le discriminant d ’une e qua-
tion de Weierstrass de E. La compactifie e lisse de YE (6) est isomorphe a la
courbe elliptique d ’e quation affine y2=x3+2E .
1. LA COURBE ELLIPTIQUE D’E QUATION x3+y3+z3=3axyz
Soit K un corps commutatif de caracte ristique diffe rente de 3 et a un e le -
ment de K. Supposons que la courbe projective plane E d’e quation
x3+ y3+z3=3axyz soit non singulie re, c’est a dire que l’on ait a3{1. La
courbe E est alors de genre 1, et nous pouvons la conside rer comme une
courbe elliptique sur K en choisissant pour e le ment neutre le point ration-
nel O=(1, &1, 0). Comme O est un point d’inflexion de E, toute droite du
plan coupe E suivant trois points dont la somme dans E est nulle. L’oppose
d’un point (x, y, z) de E est donc le point ( y, x, z). Les points d’ordre 2 de
E sont ceux de la forme (x, x, 1), avec 2x3&3ax2+1=0. Les points de
3-torsion de E sont ses points d’inflexion, c’est-a -dire ceux dont une des
coordonne es est nulle.
Soit K une clo^ture alge brique de K. Notons +3 le groupe des racines
cubiques de l’unite de K et E[3] celui des points de 3-torsion de E(K ). Il
existe un unique isomorphisme de groupes u: Z3Z_+3  E[3], com-
patible aux actions de Gal(K K), qui applique (1, 1) sur (&1, 0, 1) et (0, *)
sur (1, &*, 0) pour tout * # +3 .
Soit ‘ # +3 une racine primitive troisie me de l’unite . Les points
P1=(&1, 0, 1) et P2=(1, &‘, 0) forment une base de E[3] et l’on a
O=(1, &1, 0) P1 =(&1, 0, 1), 2P1 =(0, 1, &1)
P2=(1, &‘, 0) P1+P2=(&‘, 0, 1), 2P1+P2=(0, 1, &‘) (1)
2P2=(1, &‘2, 0), P1+2P2=(&‘2, 0, 1), 2P1+2P2=(0, 1, &‘2).
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Proposition 1. Munissons le groupe Z3Z_+3 de la forme biline aire
alterne e a valeurs dans +3 de finie par la formule ( (a, *), (a$, *$))=*$a*a$,
et le groupe E[3] de celle de finie par l ’accouplement de Weil. L’homo-
morphisme u est symplectique.
Il s’agit de prouver que (P1 , P2) est e gal a ‘. Soit Q un point de E(K )
tel que 3Q=P2 . Il existe une fonction rationnelle G sur E de diviseur
R # E[3] ((Q+R)&(R)). La fonction rationnelle P [ G(P+P1)G(P) est
constante et e gale a (P1 , P2), par de finition de l’accouplement de Weil [4].
Il existe des fonctions rationnelles F et H sur E de diviseurs respectifs
(P2)+(P2+P1)+(P2+2P1)&(O)&(P1)&(2P1) et (Q)+(Q+P2)+
(Q+2P2)&2(P2)&(2P2). Les fonctions P [ H(P) H(P&P1) H(P&2P1)
et GF ont me^me diviseur, de sorte que GF est invariante par translation
par P1 . Il en re sulte que l’on a F(P+P1)F(P)=G(P+P1)G(P)=
(P1 , P2) . On peut prendre pour F la fonction (x+‘2y+‘z)(x+ y+z).
On a F(2P2+P1)=(‘&‘2)(1&‘2) et F(2P2)=(1&‘)(1&‘2), d’ou
F(2P2+P1)F(2P2)=‘ et la proposition.
2. LA COURBE MODULAIRE Y(3)
Soit K un corps commutatif de caracte ristique diffe rente de 3.
The ore me 2. Tout couple (E, u), ou E est une courbe elliptique sur K et
u un isomorphisme galoisien symplectique de Z3Z_+3 sur E[3], est
isomorphe a un couple et un seul de la forme (Ea , ua), ou a est un e le ment
de K tel que a3{1, Ea est la courbe elliptique d ’e quation x3+ y3+z3
=3axyz et d ’e le ment neutre (1, &1, 0), et ua : Z3Z_+3  Ea[3]
l ’isomorphisme qui applique (1, 1) sur (&1, 0, 1) et (0, *) sur (1, &*, 0) pour
tout * # +3 (cf. no 1). De plus il existe un seul isomorphisme galoisien sym-
plectique de (E, u) sur (Ea , ua).
Ce the ore me signifie qu’en caracte ristique {3 la courbe modulaire Y(3)
qui parame tre les classes d’isomorphismes de couples (E, u), ou E est une
courbe elliptique et u: Z3Z_+3 [ E[3] un isomorphisme galoisien sym-
plectique, s’identifie a la droite affine prive e des racines cubiques de l’unite .
Fixons un couple (E, u) comme dans le the ore me et une racine primitive
troisie me de l’unite ‘ # +3 . Posons P1=u(1, 1), P2=u(0, ‘) et notons O
l’e le ment neutre de E.
Lemme 1. (a) Il existe un unique triplet ( f, g, h) de fonctions ration-
nelles sur E de finies sur K, dont la somme est 1 et dont les diviseurs sont
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div( f )=(2P1+P2)+(2P1+2P2)&(O)&(P1)
div(g)=(P1+P2)+(P1+2P2)&(O)&(2P1)
div(h)=(P2)+(2P2)&(P1)&(2P1).
(b) On a h(P+P1)= f (P), f (P+P1)= g(P), g(P+P1)=h(P),
f (P2)=(1&‘)&1 et g(P2)=&‘(1&‘)&1.
(c) Il existe a # K tel que f 3+ g3+h3=3afgh. On a a3{1.
Il existe des fonctions rationnelles f, g, h ayant les diviseurs requis. En les
multipliant par des constantes convenables, on s’assure que la somme
f +g+h n’a de po^le ni en O ni en P1 , ce qui de termine le triplet ( f, g, h)
a un scalaire multiplicatif pre s. Le seul po^le e ventuel de f +g+h est alors
un po^le simple en 2P1 ; comme la courbe E n’est pas de genre 0, la fonction
f +g+h est constante.
Soit { la translation P [ P+P1 . Les fonctions h b {, f b {, g b { ont les
me^mes diviseurs et la me^me somme que f, g, h. Par suite le triplet
(h b {, f b {, g b {) est proportionnel a ( f, g, h). Posons F=‘2f +‘g+h. La
fonction F est non nulle, ses po^les sont simples et situe s en O, P1 , 2P1 , et
F b { est proportionnelle a F. Le diviseur de F est donc invariant par { et
par suite de la forme (P)+(P+P1)+(P+2P1)&(O)&(P1)+(2P1).
Comme ce diviseur est principal, P est un point de 3-torsion de E, et peut
e^tre choisi e gal a P2 ou a 2P2 . On a alors h(P)=0, (‘2f +‘g+h)(P)=0
et f (P){0, d’ou ( f +g+h)(P){0. Cela prouve que la fonction f +g+h
n’st pas nulle. On se rame ne au cas ou elle est e gale a 1 en multipliant
( f, g, h) par un scalaire convenable, d’ou (a).
De l’unicite dans (a) re sulte l’e galite (h b {, f b {, g b {)=( f, g, h). On en
de duit que la fonction (F b {)F est constante et e gale a ‘. Or cette constante
est e gale a (P1 , P) , comme le montre une de monstration analogue a celle
de la proposition 1. Cela prouve que P n’est pas e gal a 2P2 , mais a P2 . Des
e galite s h(P2)=0, ( f +g+h)(P2)=1 et (‘2f +‘g+h)(P2)=0, on de duit
l’assertion (b).
En remplac ant ‘ par ‘2, on de duit de ce qui pre ce de que le diviseur
de la fonction ‘ f +‘2g+h est (2P2)+(2P2+P1)+(2P2+2P1)&(O)&
(P1)+(2P1). Le diviseur de la fonction ( f +g+h)(‘2f +‘g+h)
(‘ f +‘2g+h)=f 3+ g3+h3&3 fgh est alors e gal a celui de fgh, d’ou
l’existence de a # K tel que f 3+ g3+h3=3afgh. Si a3=1, on a > ( f +*g+
*$h)=f 3+g3+h3&3afgh=0, ou le produit est e tendu aux couples
(*, *$) # +3 _+3 tels que **$=a. Ceci est absurde car d’apre s les deux
premiers aline as de la de monstration, les fonctions f, g, h sont line airement
inde pendantes.
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Soient f, g, h et a comme dans le lemme. Alors P [ ( f (P), g(P), h(P))
de finit un morphisme . de la courbe elliptique E dans la courbe elliptique
Ea . La fonction rationnelle x(x+ y+z) sur Ea est de degre 2 d’apre s les
formules (1) et sa compose e avec . est la fonction f, qui est de degre 2 sur
E. Il en re sulte que . est un isomorphisme. Comme f et g ont un po^le en
O, que h n’en a pas, et que f +g+h=0, on a .(O)=(1, &1, 0). On
de montre de me^me que l’on a .(P1)=(&1, 0, 1). Il re sulte du lemme que
l’on a .(P2)=(1, &‘, 0). Cela prouve que . est un isomorphisme de (E, u)
sur (Ea , ua). Si a$ est un e le ment de K tel que a$3{1 et .$ un isomorphisme
de (E, u) sur (Ea$ , ua$), les fonctions x(x+ y+z), y(x+ y+z) et
z(x+ y+z) sur Ea$ , compose es avec ., satisfont les conditions de l’asser-
tion (a) du lemme, donc sont e gales a f, g et h. Il en re sulte que a$ est e gal
a a et . a .$.
3. LA COURBE MODULAIRE Y(6)
Soit K un corps commutatif de caracte ristique distincte de 2 et 3.
The ore me 3. Pour tout triplet (E, u, u$), ou E est une courbe elliptique
sur K, u un isomorphisme galoisien symplectique de Z3Z_+3 sur E[3] et
u$ un isomorphisme galoisien de Z2Z_+2 sur E[2], il existe un unique
couple (&, {) # K_K satisfaisant les relations 2&2{2={+&, &{0, 8&3{&1,
&3{1 tel que (E, u, u$) soit isomorphe a (Ea , ua , u$&, {), ou 3a=2&+&&2=
2{+{&2, Ea et ua sont comme dans le the ore me 2 et u$&, { : Z2Z_+2 
Ea[2] est de fini par u$&, { (1, 1)=(&, &, 1) et u$&, { (0, &1)=({, {, 1). De plus
l ’isomorphisme de (E, u, u$) sur (Ea , ua , u$&, {) est unique.
D’apre s le the ore me 2, il existe un unique a # K, avec a3{1, tel que
(E, u) soit isomorphe a (Ea , ua) et un unique isomorphisme . de (E, u) sur
(Ea , ua). Les points .(u$(1, 1)) et .(u$(0, &1)) sont deux points d’ordre 2
de Ea distincts. Leurs coordonne es sont de la forme (&, &, 1) et ({, {, 1),
avec 2&3&3a&2+1=2{3&3a{2+1=0 et &{{, d’ou &{0, {{0, 3a=2&+
&&2=2{+{&2 et 2&2{2=&+{. La relation a3{1 se traduit alors par &3{1
et 8&3{&1.
Ce the ore me signifie qu’en caracte ristique distincte de 2 et 3, la courbe
modulaire Y(6), qui parame tre les classes d’isomorphisme de tels triplets,
s’identifie a la courbe affine plane de finie par les relations
2&2{2=&+{, {{0, {3{1, 8{3{&1. (2)
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Nous aurons parfois besoin d’une autre description de Y(6): en posant
X=2{, Y=4&{2&1, on obtient un isomorphisme du mode le pre ce dente de
Y(6) sur la courbe affine plane de finie par les relations
Y2=X3+1, X3{[0, &1, 8]. (3)
4. LES ACTIONS DE Sp(Z3Z_+3) ET Sp(Z2Z_+2) SUR Y(6)
Soit K un corps de caracte ristique distincte de 2 et 3.
Notons G le groupe alge brique sur K forme des matrices ( m.
*
n) ou m, n
sont dans Z3Z, * dans +3 et . dans Hom(+3 , Z3Z); il ope re a droite sur
Z3Z_+3 par
(a, :) \m.
*
n+=(ma+.(:), *a:n) ((a, :) # Z3Z_+3).
L’action de Gal(K K) sur G(K ) est l’action e vidente.
Le sous-groupe alge brique de G qui fixe la forme biline aire alterne e
canonique sur Z3Z_+3 a valeurs dans +3 (cf. Proposition 1) est note
Sp(Z3Z_+3). Il se compose des matrices ( m.
*
n) # G telles que
mn&.(*)=1. Le choix d’une racine primitive troisie me de l’unite dans K
permet d’identifier G(K ) a SL2 (Z3Z).
Le groupe alge brique Sp(Z3Z_+3) ope re a gauche sur la courbe
alge brique Y(3): si _ est un point de Sp(Z3Z_+3) (dans une extension
convenable de K) et A un point de Y(3) qui correspond a la classe
d’isomorphisme d’un couple (E, u), _(A) correspond a la classe d’isomor-
phisme de (E, u b _).
On de finit de manie re analogue Sp(Z2Z_+2) et une ope ration a gauche
du groupe alge brique Sp(Z3Z_+3)_Sp(Z2Z_+2) sur Y(6): si _ et _$
sont des points de Sp(Z3Z_+3) et Sp(Z2Z_+2) et A un point de Y(6)
qui correspond a la classe d’isomorphisme d’un couple (E, u, u$), (_, _$)A
correspond a la classe d’isomorphisme de (E, u b _, u$ b _$).
Proposition 2. Soit ‘ une racine primitive cubique de l ’unite de K . Soit
: +3  Z3Z l ’homomorphisme de fini par (‘)=&1. Les e le ments
S3=( 10
‘
1) et T3=(
0

‘
0) de Sp(Z3Z_+3) ope rent sur le mode le (2) de Y(6)
par
S3 (&, {)=(‘2&, ‘2{), T3 (&, {)=\ 1&&1+2& ,
1&{
1+2{+ .
Soit en effet, avec les notations du The ore me 3, (Ea , ua , u$&, {) le triplet
associe au point (&, {) de Y(6). Le point S3 (&, {) repre sente la classe
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d’isomorphisme du triplet (Ea , ua b S3 , u$&, {). Posons P1=ua(1, 1) et
P2=ua(0, ‘). On a ua((1, 1) S3)=ua(1, ‘)=P1+P2 et ua((0, ‘) S3)=
ua(0, ‘)=P2 . L’unique triplet ( f $, g$, h$) de fonctions rationnelles sur Ea
satisfaisant les conditions du lemme 1 pour la courbe elliptique Ea munie
des points P1+P2 et P2 est (x(x+ y+‘z), y(x+ y+‘z), ‘z(x+ y+‘z))
d’apre s les formules (1). Les images de points d’ordre 2 de Ea de coordon-
ne es (&, &, 1) et ({, {, 1) par le plongement ( f $, g$, h$) de Ea dans P2 ont
pour coordonne es homoge nes (‘2&, ‘2&, 1) et (‘2{, ‘2{, 1) respectivement,
d’ou la premie re assertion.
On a de me^me ua((1, 1) T3)=ua(0, ‘)=P2 et ua((0, ‘) T3)=ua(&1, 1)
=2P1 . L’unique triplet ( f ", g", h") de fonctions rationnelles sur Ea satisfaisant
les conditions du Lemme 1 pour la courbe elliptique Ea munie des points
P2 et 2P1 est ((‘x + ‘2y + z)3z, (‘2x + ‘y + z)3z, (x+ y+z)3z) d’apre s
les formules (1). Les images des points d’ordre 2 de Ea de coordonne es
(&, &, 1) et ({, {, 1) par le plongement ( f ", g", h") de Ea dans P2 ont pour
coordonne es homoge nes (1&&, 1&&, 1+2&) et (1&{, 1&{, 1+2{)
respectivement, d’ou la seconde assertion.
Corollaire 1. Les e le ments S3 et T3 de Sp(Z3Z_+3) ope rent sur le
mode le (3) de Y(6) par
S3 (X, Y )=(‘2X, Y ), T3 (X, Y )=\2&X1+X ,
&3Y
(1+X)2+ .
Soient en effet A un point de Y(6), (&, {) et (X, Y ) ses coordonne es dans
les mode les (2) et (3), (&$, {$) et (X$, Y$) celles de S3A, (&", {") et (X", Y")
celles de T3A. On a X$=2{$=2‘2{=‘2X et Y$=4&${$2&1=4&{2&1=Y,
d’ou la premie re assertion. On a X" = 2{" = (2&2{)(1+2{) =(2&X)
(1+X) et Y"=4&"{"2&1=(4(1&&)(1&{)2(1+2&)(1+2{)2)&1=(3&12{
&6&&12&{2)(1+2&)(1+2{)2, ce qui, vu la relation 2&2{2=&+{, s’e crit
aussi Y"= &3((8&2{2&2&+4&{2&1)(1+2&)(1+2{)2)= &3((4&{2&1)
(1+2{)2)=&3Y(1+X)2, d’ou la seconde assertion.
Notons X(6) la compactifie e lisse de Y(6). C’est la cubique projective
d’e quation affine Y2=X3+1. La jacobienne J(6) de X(6) est la courbe
elliptique d’e quation affine Y2=X3+1. De l’ope ration de Sp(Z3Z_+3)
sur Y(6), on de duit une ope ration de Sp(Z3Z_+3) sur X(6) et sur J(6).
Corollaire 2. Les e le ments S3 et T3 de Sp(Z3Z_+3) ope rent sur J(6)
par
S3 (X, Y )=(‘2X, Y ), T3 (X, Y )=(X, Y).
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Cela re sulte du corollaire 1 et du fait que, si l’on munit X(6) de la struc-
ture de courbe elliptique pour laquelle le point a l’infini est l’origine, le
point ((2&X)(1+X), &3Y(1+X)2) est la somme de (X, Y ) et de (0, 1).
Proposition 3. Identifions +2 a Z2Z et Sp(Z2Z_+2) a SL2 (Z2Z).
Les e le ments S2=( 10
1
1) et T2=(
0
1
1
0) de SL2 (Z2Z) ope rent sur le mode le (2)
de Y(6) par
S2 (&, {)=\&12&{ , {+ , T2 (&, {)=({, &).
Soit en effet, avec les notations du the ore me 3, (Ea , ua , u$&, {) le triplet
associe au point (&, {) de Y(6). Les points S2 (&, {) et T2 (&, {) repre sentent
les classes d’isomorphisme des triplets (Ea , ua , u$&, { b S2) et (Ea , ua ,
u$&, { b T2) respectivement. Les trois points d’ordre 2 de Ea sont
u$&, { (1, 0)=(&, &, 1), u$&, { (0, 1)=({, {, 1), u$&, { (1, 1)=(\, \, 1).
ou \ est la racine de l’e quation 2x3&3ax2+1 distincte de & et {, i.e.
&12&{. On a u$&, { ((1, 0) S2)=u$&, { (1, 1), u$&, { ((0, 1) S2)=u$&, { (0, 1),
u$&, { ((1, 0) T2)=u$&, { (0, 1), u$&, { ((0, 1) T2)=u$&, { (1, 0), d’ou le re sultat.
Corollaire 1. Les e le ments S2=( 10
1
1) et T2=(
0
1
1
0) de SL2 (Z2Z)
ope rent sur le mode le (3) de Y(6) par
S2 (X, Y )=(X, &Y), T2 (X, Y )=\2(Y+1)X 2 ,
(Y+1)(Y+3)
X3 + .
Soient en effet A un point de Y(6), (&, {) et (X, Y ) ses coordonne es dans
les mode les (2) et (3), (&$, {$) et (X$, Y$) celles de S2A, (&", {") et (X", Y")
celles de T2A. On a X$=2{$=2{=X et Y$=4&${$2&1=(&2{&&)&=
&4&{2+1=&Y, d’ou la premie re assertion. On a X"=2{"=2&=
2(Y+1)X2 et Y"=4&"{"2&1=4{&2&1=(2&+{){=(4(Y+1)X3)+1=
(Y+1)(Y+3)X3, d’ou la seconde assertion.
Corollaire 2. Les e le ments S2 et T2 de SL2 (Z2Z) ope rent sur J(6)
par
S2 (X, Y )=(X, &Y ), T2 (X, Y)=(X, &Y ).
Cela re sulte du Corollaire 1 et du fait que, si l’on munit X(6) de la struc-
ture de courbe elliptique pour laquelle le point a l’infini est l’origine, le
point (2(Y+1)X2, (Y+1)(Y+3)X 3) est la somme de (X, &Y ) et de
(0, 1).
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5. TORDUE GALOISIENNE DE LA COURBE ELLIPTIQUE
Y2=X3+1 PAR UN E LE MENT DE K_K_6
Soit K un corps de caracte ristique distincte de 2 et 3. Soit J la courbe
elliptique sur K d’e quation Y2=X3+1. Rappelons que K_K_6 est
canoniquement isomorphe par la the orie de Kummer a H1 (K, +6): a la
classe mod. K_6 d’un e le ment D # K_ correspond la classe de cohomologie
[!d] du 1-cocycle !d : s [ s(d)d, ou d est une racine sixie me de D dans K .
Identifions +6 a AutK (J) en associant a ‘ # +6 l’automorphisme
(X, Y ) [ (‘2X, ‘3Y ) de J. Ainsi [!d] s’interpre te comme un e le ment de
H1 (K, AutK (J)). Notons JD la courbe elliptique tordue de J par [!d]: c’est
une courbe elliptique sur K, caracte rise e a K-isomorphisme pre s par le fait
qu’i existe un isomorphisme .: J  JD , de fini sur K , tel que .&1 b s.=!d (s)
pour s # Gal(K K).
Lemme 2. Une e quation de JD est Y 2=X3+D.
Soit en effet E la courbe elliptique de finie par cette e quation. Alors
.: (x, y) [ (d 2x, d 3y) est un isomorphisme de J sur E de fini sur K , et l’on
a .&1 b s.(x, y)=((s(d )d )2 x, (s(d)d )3 y)=!d (s)(x, y), d’ou le lemme.
6. COURBES ELLIPTIQUES AVEC ME ME 6-TORSION
Soient K un corps de caracte ristique diffe rent de 2 et 3 et E une courbe
elliptique de finie sur K. Pour toute extension L de K, conside rons l’ensem-
ble des classes d’isomorphisme de couples (E$, $), ou E$ est une courbe
elliptique de finie sur L et $ un Gal(L L)-isomorphisme symplectique de
E[6] sur E$[6]. C’est l’ensemble des points a valeurs dans L d’une courbe
alge brique YE (6), de finie sur K (cf. [5]), qui est une tordue galoisienne de
Y(6). Plus pre cise ment, choisissons des isomorphismes de groupes symplec-
tiques u : Z3Z_+3  E[3] et u$ : Z2Z_+2  E[2]. Conside rons le
1-cocycle !: Gal(K K)  Sp(Z3Z_+3)_Sp(Z2Z_+2) obtenu en posant
!(s)=(( su)&1 b u, ( su$)&1 b u$) (s # Gal(K K)).
Les actions de Sp(Z3Z_+3) et Sp(Z2Z_+2) sur Y(6) de finissent un
homomorphisme de Sp(Z3Z_+3)_Sp(Z2Z_+2) dans Aut(Y(6)). En
composant cet homomorphisme avec !, on obtient un cocycle
!$: Gal(K K)  Aut(Y(6)).
Proposition 4. La courbe YE (6) est isomorphisme a la tordue de Y(6)
par la classe de cohomologie du cocycle !$.
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A tout point P de YE (6)(K ), repre sentant la classe d’isomorphisme d’un
couple (E$, ), ou : E[6]  E$[6] est un isomorphisme de groupes
symplectique, associons le point :(P) de Y(6)(K ), repre sentant la classe
d’isomorphisme du triplet (E$,  b u,  b u$). On de finit ainsi un isomorphisme
:: YE (6)  Y(6) de courbes alge briques sur K . Notons ; l’isomorphisme
re ciproque.
Soit s # Gal(K K). Avec les notations ci-dessus, s&1P repre sente la classe
de ( s
&1E$, s&1) et ( s:)(P)= s (:( s&1P)) celle de (E$,  b su,  b su$), de sorte
que !$(s) b s:=: et !$(s)=;&1 b s;. Cela prouve la proposition.
Tout automorphisme de Y(6) de finit, par prolongement a la compactifie e
lisse et fonctorialite d’Albanese, un automorphisme de J(6), d’ou un
homomorphisme Aut(Y(6))  Aut(J(6)). En le composant avec !$, on
obtient un cocycle !": Gal(K K)  Aut(J(6)).
Corollaire. La courbe elliptique JE (6), jacobienne de la compactifie e
lisse XE (6) de YE (6), est isomorphe a la tordue de la courbe elliptique J(6)
par la classe de cohomologie du cocycle !".
En effet si ;: Y(6)  YE (6) est un K -isomorphisme tel que !$(s)=;&1 b s;
pour s # Gal(K K), l’isomorphisme de courbes elliptiques ;$: J(6)  JE (6)
qui s’en de duit par passage aux jacobiennes des compactifie es lisses est tel
que !"(s)=;$&1 b s;$ pour s # Gal(K K).
De montrons maintenant le The ore me 1. Notons @: +6  AutK (J(6))
l’isomorphisme conside re au no 4. Compte tenu du corollaire pre ce dent et
du no 4, il nous suffit de prouver qu’il existe une racine sixie me $ de 2E
telle que !"(s)=@(s($)$) pour s # Gal(K K).
Choisissons une racine primitive cubique de l’unite ‘ et posons
P1=u(1, 1), P2=u(0, ‘). Notons x1 , x2 , x3 , x4 les abscisses respectives des
points P1 , P2 , P1+P2 et P1+2P2 dans le mode le de Weierstrass de E
choisi. Les trois racines cubiques de 2E sont [3, p. 305].
r=b4&3(x1 x2+x3 x4), r$=b4&3(x1x3+x2x4),
r"=b4&3(x1 x4+x2 x3).
Identifions par ailleurs Z2Z_+2 a (Z2Z)2 et posons Q1=u$(1, 0) et
Q2=u$(0, 1). Soient e1 , e2 , e3 les abscisses de Q1 , Q2 , Q1+Q2 . Alors
4(e1&e2)(e2&e3)(e3&e1) est une racine carre e de 2E . Prenons pour $ la
racine sixie me de 2E caracte rise e par les relations
$2=r, $3=4(e1&e2)(e2&e3)(e3&e1).
Compte tenu de ce qui pre ce de, the ore me 1 re sulte des deux lemmes
suivants:
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Lemme 3. Pour tout s # Gal(K K), l ’e le ment ( su)&1 b u de Sp(Z3Z_+3)
ope re sur J(6) par (X, Y) [ ((s($2)$2)X, Y).
Conside rons les deux cocycles !1 et !2 de Gal(K K) dans +3 suivants: si
s # Gal(K K), !1 (s) est la racine cubique de l’unite telle que l’e le ment
( su)&1 b u de Sp(Z3Z_+3) ope re sur J(6) par (X, Y) [ (!1 (s)X, Y) (cf.
corollaire 1 de la proposition 2) et !2 (s) est e gal a s(r)r. Il s’agit de
prouver l’e galite de ces cocycles. L’action de Gal(K K) sur E[3] de finit un
homomorphisme %: Gal(K K)  GL(E[3]). Faisons ope rer GL(E[3]) sur
+3 par (g, *) [ *det g. Les cocycles !1 et !2 s’e crivent en fait !$1 b % et !$2 b %,
ou !$1 et !$2 sont les cocycles de GL(E[3]) dans +3 suivants: si
g # GL(E[3]), on note _g l’application (a, *) [ (a, *detg) de Z3Z_+3 dans
lui-me^me et !$1 (g) la racine cubique de l’unite telle que l’e le ment
_g b u&1 b g&1 b u de Sp(Z3Z_+3) ope re sur J(6) par (X, Y) [ (!$1 (g)X, Y);
d’autre part g de finit une permutation de [x1 , x2 , x3 , x4] donc aussi de
l’ensemble des trois racines cubiques de 2E , et on pose !$2 (g)= g(r)r. Il
nous suffit de de montrer que !$1 et !$2 sont e gaux et pour cela de ve rifier
qu’ils co@ ncident sur des ge ne rateurs du groupe GL(E[3]). Nous prendrons
les deux ge ne rateurs suivants:
g1 : {P1 [ P1&P2P2 [ P2 g2 : {
P1 [ &P2
P2 [ &P1 .
On a, avec les notations du no 4, _g1 b u
&1 b g&11 b u = S3 et
_g2 b u
&1 b g&12 b u=T3 , d’ou !$1 (g1)=‘
2 et !$1 (g2)=1 (corollaire 2 de la
proposition 2). Par ailleurs g1 et g2 de finissent les permutations
( x1x4
x2
x2
x3
x1
x4
x3 ) et (
x1
x2
x2
x1
x3
x3
x4
x4 ) de [x1 , x2 , x3 , x4], de sorte que l’on a
!$2 (g1)=r$r et !$2 (g2)=1. Il reste a prouver l’e galite r$r=‘2. La racine
cubique de l’unite r$r est aussi e gale a rr" et par suite a (r$&r)(r&r")=
(x1&x4)(x2&x3)(x3&x1)(x2&x4). D’autre part, comme u est un
isomorphisme symplectique, ‘ est l’accouplement de Weil (P1 , P2). Con-
side rons la fonction rationnelle h=(x&x2)(x&x1) sur E. Son diviseur est
(P2)+(2P2)&(P1)&(2P1). Posons f (P)=h(P+P1) et g(P)=h(P+2P1).
Il re sulte du lemme 1 du no 2 que l’on a (P1 , P2) =& g(P2)f (P2), d’ou
‘=&h(P2+2P1) f (P2+P1)= &((x4&x2)(x4&x1))((x3&x1)(x3&x2))
et donc r$r=‘&1=‘2. Cela termine la de monstration.
Lemme 4. Pour tout s # Gal(K K), l ’e le ment ( su$)&1 b u$ de
Sp(Z2Z_+2) ope re sur J(6) par (X, Y) [ (X, (s($3)$3)Y).
Une de monstration analogue a celle du Lemme 3 rame ne la preuve du
Lemme 4 a celle de l’e galite des deux cocycles ’1 et ’2 de GL(E[2]) dans
+2 suivants: si g # GL(E[2]), ’1 (g) est l’e le ment de +2 tel que l’e le ment
u$&1 b g&1 b u$ de Sp(Z2Z_+2) ope re sur J(6) par (X, Y) [ (X, ’1 (g)Y);
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d’autre part g de finit une permutation de [e1 , e2 , e3] donc aussi des racines
carre es de 2E , et ’2 (g) est e gal a g($3)$3, c’est-a -dire a 1 ou &1 suivant
que la permutation de [e1 , e2 , e3] de finie par g est paire ou impaire. Le
groupe GL(E[2]) est engendre par les e le ments
g1 : {Q1 [ Q1+Q2Q2 [ Q2 g2 : {
Q1 [ Q2
Q2 [ Q1 .
On a, avec les notations du no 4, u$&1 b g&11 b u$=S2 et u$
&1 b g&12 b u$=T2 ,
d’ou ’1 (g1)=’1 (g2)=&1 (corollaire 2 de la proposition 3). Par ailleurs g1
et g2 de finissent les permutations ( e1e3
e2
e2
e3
e1 ) et (
e1
e2
e2
e1
e3
e3 ) de [e1 , e2 , e3], de
sorte que l’on a ’2 (g1)=’2 (g2)=&1. Cela prouve le lemme.
Note. Cet article avait e te soumis pour publication exactement sous la
pre sente forme au Journal of Number Theory le 16.06.1994. J’ai e te informe
en fe vrier 1997 qu’un autre article traitant du me^me sujet avait e te soumis
par K. Rubin et A. Silverberg a une date ulte rieure au Shimura Honorary
Proceedings Volume et va e^tre publie par l’A.M.S. dans la se rie Proceedings
of Symposia in Pure Mathematics.
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